Wege und Irrwege in einem Problemléseprozess
(Mathematische Inhalte: Strahlenséatze, Satz des Pyth  agoras, FlAcheninhaltssatze,
guadratische Gleichungen, Substitutionsverfahren, E xtremwertbestimmung)

Jirgen Zumdick
Problem: Eine Leiter der Lange | wird an eine Wand, aus der ein wirfelférmiger Sockel der
Kantenléange 1 herausragt, gelehnt. In welcher Hohe stoi3t die Leiter an die Wand? Dabei soll

die Leiter zur Abstlitzung den Sockel berthren.

1. Anfertigen einer Skizze

Abbildung 1
Sind zwei Losungen maoglich, so soll die Leiter mdglichst hoch reichen.
2. Einfihrung von Bezeichnungen

A
U+v=|
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Abbildung 2



Welche bereits bekannten Lehrséatze sind anwendbar  ?

a) 1. Strahlensatz mit A als Scheitelpunkt: x U
x+1 |
. . X 1
b) 2. Strahlensatz mit A als Scheitelpunkt: — =—— = x[y =1
x+1 1+y
, . y v
c) 1. Strahlensatz mit B als Scheitelpunkt: —— =—
y+1 |
, . y _ 1 _
d) 2. Strahlensatz mit B als Scheitelpunkt: — = —— < x[¥ =1
y+1l x+1

e) Die Flache des grof3en Dreiecks setzt sich aus drei Teilflachen zusammen:
(x+1)[(y+1)=x[1 y[l@ Xy =1
2 2 2

f) Satz des Pythagoras im oberen Dreieck: x2+1=u?

g) Satz des Pythagoras im unteren Dreieck: y2+1=V?

h) Satz des Pythagoras im groRen Dreieck: (X+1)2+(y+1)2=|2
) u=l-v

Das Einsetzverfahren bietet sich fur weitere Umfo  rmungen an.

+1+

Aus a) und i) folgt: j) x = —V.
Vv

Aus ¢) und i) folgt: k) y = IL .
-V

Aus diesen beiden Gleichungen folgt ebenfalls: x[y =1

Mit den Gleichungen b), f), g) und i) hat man 4 Gleichungen mit 4 Unbekannten. Mit dem
Einsetzverfahren folgt man aus diesen Gleichungen:

+1=(1-u)® = u*=(-u)®>Qu® -1

2

X2 +1=u2 D(lj +1=(1-u)? = —

X u- -1
Das Auflosen der Klammern fuihrt auf eine Gleichung, die mit den tblichen Mitteln nicht
zu l6sen ist.
Gibt es noch nicht benutzte Gleichungen?
Gleichung h) wurde noch nicht benutzt, also wird diese nun naher untersucht. Das
Auflosen der Klammern liefert: x2+2x+1+y2+2y+1=]2,

Mit dem Einsetzverfahren und den Gleichungen f), g) und i) folgt hieraus:
U2+2x+v2+2y=(U+Vv)?2 = Xx+y=ulv
Diese Gleichung und die Gleichungen j), k) und i) ergeben folgendes System:
x+y:uH/Dx=EDy=XDI =uU+tvVv e E+X:U@/D| =u+v
v u vV u
s WR+v2=(ul¥)20l =u+v
Blick zurick:
Ersetzt man in der letzten Gleichung von Abschnitte 4 | — u durch v und I6st die
Klammern auf, so erhalt man dasselbe System.
Was wurde beim Loésen quadratischer Gleichungen n  och gelernt?
Es rlckt das Verfahren der ,quadratischen Erganzung“ in den Blick.



u2+v2=(ulv)?2 « u2+v2+2[ulv=(ulv)2+2[ulv = (U+Vv)2=(ulv)2+2[ulv

o [2=(ul¥v)2+ 2LV

Fasst man nun ulv als eine Variable z auf, so erhalt man eine quadratische Gleichung:
[2=22+2z

Daraus ergibt sich die fiir das Sachproblem gultige Lésung: z= -1+ W
Rucksubstitution liefert:

ulll —u) =-1++41+12 = v2—uld-1+v1+12=0
|2

I
Dies ist eine quadratische Gleichung mit den Lésungen:u = 2 + 2 +1-+/1+[2.

2
Da v =1 —u, folgt: v:|§$1/|2+1—\/1+lz.

Die Variablen u und v ,tauschen also ihre Rollen”. Entsprechend der Festlegung im 1.
Abschnitt kommt nur die erste Lésung in Betracht.

Einordnen der Lésung in einen groReren Zusammenh  ang

Funktionsbeziehung

Sei h(l) die Funktion, die in Abhangigkeit von | die Hohe angibt, an der die Leiter an die
Wand st6R3t, so gilt wegen Gleichung f):

h(|):\/{'§+ 'ZZ+1—\/W] ~1+1.

Der Graph sieht wie folgt aus:

Abbildung 3



Welches ist die kleinste Leiterlange?
a) Plausibilitatsbetrachtung

L1

Abbildung 4
Zu jeder Leiterlange gibt es zwei Lagemadglichkeiten fir die Leiter (L1 und L2). Je langer
die Leiter ist, desto steiler bzw. flacher muss sie angelegt werden. Also gibt es fir die
kirzeste Leiter nur eine Lagemaoglichkeit (rote Leiter). Dies ist der Fall, wenn x =y (siehe
Abbildung 2). Dann folgt aus Gleichung b) x =y =1 und schlie3lich aus den

Gleichungenf) undg) u=v = \/E und somit als kleinste Leiterlange 2 B/E
b) Rechnerischer Nachweis

1 d
1

Abbildung 5



Firx>ygitx=1+cundy=1-d, mitc,d>0.

Es folgt wegen Gleichung h):
[2=(1+c+12+(1-d+2)2=4+4[c+c?2+4-4[d+d2=8+4[(c—-d)+c2+d?>8

( Im oberen Dreieck der Abbildung 5 ist der Winkel, der ¢ gegeniberliegt, grol3er als 45°
und der Winkel, der d gegentiberliegt, kleiner als 45° Nach der Dreiecksungleichung ist
daher c grofier als d. )

Alle Leitern mit x >y sind also langer als \/§ =2 E{/E . Aus Symmetriegriinden gilt dies
natlrlich auch fur Leitern mit x <y. Die kleinste Leiterlange ergibt sich also fir x = y.
Diese betragt - wie unter a) bereits gezeigt - 2 E{E

c¢) Kann das Ergebnis auf andere Weise verifiziert we  rden?

Der kleinste Funktionswert von h(l) ergibt sich, wenn die mittlere Wurzel im
Funktionsterm O wird:

14 12 14 12

|2 12\
T +1-1412=0= | —+1| =1+12 ¢ —+—_+1=1+12 o —=— =1 =203/2
4 (4 ] 16 2 16 2



