Das Teilungsproblem
Jirgen Zumdick

Eine Gllcksspielpartie mit zwei Spielern erfordert n Gewinnspiele. Die Wahrscheinlichkeit,

1 o
ein einzelnes Spiel zu gewinnen, sei fur jeden Spieler 5 Die Spielpartie wird vorzeitig abge-
brochen. Wie ist der Gewinn g ( g = 2e, e Einsatz der Spieler) aufzuteilen?

1. Einsatzmoéglichkeiten
a) Die Aufgabe kann in verschiedenen Jahrgangsstufen gestellt werden. Je nach be-
kannten mathematischen Modellen ergeben sich unterschiedliche Lésungen. Die
Frage, ob die Aufteilung jeweils gerecht ist, kann nur dann beantwortet werden, wenn
zuvor definiert wird, was unter gerecht verstanden werden soll.
b) Historische Quellen werden vorgestellt und analysiert.
c) Das Problem dient zur Einflhrung von gerichteten Graphen mit endlich vielen Zu-
stédnden (kann als Einfihrung von Markow-Ketten dienen).
2. Entwicklung von Strategien am Beispiel dreier Gewinnspiele
a) Da maximal 5 Spiele durchgeflihrt werden, bringt bei einem vorzeitigen Abbruch je-

des Gewinnspiel % des Gewinns. Der Rest wird halbiert.

Spielstand Anteil fir den Fihrenden Aufteilungsverhaltnis

1:0 1 N 4 5= 3 3:2
58758 T8

2:0 NP 7:3
T

2:1 2 N 2 5= 3 3:2
587587758

Xy X 5-x- x—vy+5 | (x-y+5) : (5-x+y)
5 5 10
Verallgemeinerung far n Gewinnspiele

Xy x—y+2n-1 (x=y+2n-1):2n-1-x+y)

2(2n-1)
b) (Pacioli)

Der Filhrende erhalt Anzahl der gewonnenen Spiele

Anzahl der gespielten Spiele

Spielstand Anteil fir den Fihrenden Aufteilungsverhéltnis
1:0 g
2:0 g
2:1 2 2:1
3 8

Verallgemeinerung fir n Gewinnspiele
Xy g, fallsy=0 Xy

1 g fallsy#0
x+y




c) (Cardano)
Es seien a die Anzahl der Spiele, die dem Flhrenden bis zu einem Sieg fehlen, und b

die Anzahl der Spiele, die seinem Gegner bis zu einem Sieg fehlen. Der Fihrende
b

[
i

erhalt dann —=——¢
IEDY,
i=1 i=1
Spielstand | Anteil fur den Fuhrenden Aufteilungsverhéltnis
1:0 1+2+3 _ 6 6:3
1+2+3)+(1+2° 9%
2:0 1+2+3 6 6:1
A+2+3)+1° 7%
2:1 1+2 3 3:1
1+2)+1° 4%
Xy 3-y)i(4-y) ((3-y)(4-y)) : ((3-x)(4-x))
2
G-Na-y), B-2d-)¢
2 2
_ (B-)4-v)
G-y)4=y)+B-x)a-2)°
Verallgemeinerung far n Gewinnspiele
Xy (n=y)n+l-y) (N=y)(n+1-y)):
(1= 1=y) + =+ 1= | (X010

d) (Tartaglia)

| Differenz des Spielstandes |
ete

Der FUhrende erhalt - -
Anzahl der Gewinnspiele

Spielstand | Anteil fiir den FUhrenden Aufteilungsverhaltnis
1:0 1 4 2 2:1
—e+e :_e:_g
3 3
2:0 5 5:1
—ete=—e=—
3 6°
2:1 1 2 2:1
—ete=—e=—
3 3%
Xy ~ =x_y+3e=x_y+3g (x=y+3):(y=x+3)
3 6
Verallgemeinerung far n Gewinnspiele
Xy x—y+n (x=y+n):(y—x+n)
EE—
2n




e) (Pascal)

Spielstand | Wahrscheinlichkeit fiir den Fiihrenden, die | Aufteilungsverhaltnis
Partie zu gewinnen

1:0 2 3 4 11:5
l +2 l +3 l :E
2 2 2 16

Herleitung von a:
Alle Teilpfade, die zum Spielstand x : y flihren, haben die Wahrscheinlichkeit p* [t".
Firr den Sieg werden Pfade mit der Wahrscheinlichkeit p° [’ benétigt mit 0 < i < 2.
Also mussen sich an den Teilpfad, der zum Spielstand x : y fihrt, Teilpfade mit der
Wahrscheinlichkeit
p*>* [’ (0 < i < 2-y) anschlieBen. Bleibt noch zu klaren, wie viele dieser Teilpfade es
jeweils gibt. Alle diese Teilpfade enden mit einem letzten Abschnitt, der die Wahr-
scheinlichkeit p hat. Daher werden noch 3 —x — 1 = 2 — x Abschnitte benétigt, die je-
weils die Wahrscheinlichkeit p haben. Weitere i Abschnitte (0 <i < 2-y) haben die
Wahrscheinlichkeit g. Also bestehen die gesuchten Teilpfade aus 2 — x + i Abschnit-
ten, von denen i Abschnitte die Wahrscheinlichkeit g haben (und einem letzten Ab-
2-y -y +7
schnitt mit der Wahrscheinlichkeit p). Es folgt a = 2(2 x lj p°™ &' . Fir
i=0 l

p =— = q ergibt sich obige Beziehung.

| =



f)

Fdr n Gewinnspiele folgt:

n—l-y
i=0

(Fermat)

!

n—-1-x+i

i

i

1

2

jn—xﬂ'

Ansatz: Die 5 Spiele werden auf jeden Fall durchgefiihrt.

1.

Fall:
Es stehe 1 : 0 fir Spieler A. Die nachfolgenden 4 Spiele kénnen wie folgt ausge-

hen (a: Spieler A gewinnt; b: Spieler B gewinnt):

Spielkombination aaaa aaab aabb abbb bbbb
aaba abab babb
abaa baab bbab
baaa abba bbba
baba
bbaa
Anzahl der Spielkom- 4 4 4 4 4
== 6 ) 6

1 + 4 + 6 Spielkombinationen fihren zu einem Gesamtsieg von Spieler A, 4 + 1
Kombinationen zu einem Gesamtsieg von Spieler B.

1
Es wird wie bei Fermat die Gewinnwahrscheinlichkeit B vorausgesetzt, da alle

Kombinationen gleichwertig sind.

3 3 3
Dann gibt es (Oj + (J + (2] =1+3+3 Spielkombinationen, die zu einem Ge-

samtsieg von A fihren, und eine Kombination, die zu einem Gesamtsieg von B

2. Fall
Es stehe 2 : O fir Spieler A
fOhrt.

3. Fall

Es stehe 2 : 1 fUr Spieler A
2 2
Dann fihren (Oj + (J =1+2 Kombinationen zu einem Gesamtsieg von A und

eine Kombination zu einem Gesamtsieg von B.

Zusammenstellung im Pascalschen Dreieck:

Spielstand | Kombinationen, die zu Aufteilungsverhaltnis v
einem Gesamtsieg fur A
bzw. B fuhren
2:1 2 1 3:1
2:0 1 3 3 1 7 :1
1:0 1 4 6 4 1 11:5
X:y g(s—m y)jﬁ‘(f’)(s ~(x+ y)j
i=0 l . i=3-y l

(Die Zeilennummer des Pascalschen Dreiecks gibt an, wie viel Spiele noch bis zur
Gesamtzahl von 5 Spielen durchzufiihren sind. Fur einen Gesamtsieg von A darf B
noch maximal 2-y Spiele gewinnen.)




Verallgemeinerung fir das Aufteilungsverhaltnis v:
”ley (211 I=(x+ y)j 2 IZ:X”)(Zn -I-(x+ )’)j

i

V=

i=0 i=n—-y l

Die Lésungen von Fermat und Pascal sind aquivalent
Der Spielablauf wird im folgenden gerichteten Graphen (Markoff-Kette) dargestellt:
Startzustand: 1:0 fir A

Endzusténde: Ga (Gewinn fir A), Gg (Gewinn fir B)
Z1 Zg Z3

- (2
(2

p (—5) sei die Wahrscheinlichkeit fr A,ein Spiel zu gewinnen, q diejenige fir B.

gi sei die Wahrscheinlichkeit, dass der Spieler A vom Zustand Zi aus die Partie ge-
winnt.

1
96=pD1+q|:0=5
1 1[-11— 3
gs=p U +qds 25T
1 1B3_ 7
= [n = —+— = —
gs=p Ul +q 05 > T
1
gB=pEQG+q|:D=Z
1B3_ 1[_]1_ 1
= = — + — = _
92=p [0s+qL[Ys YT T
1[—I7— 1[—11— 11
= = — + — =
p L0s + q LYo %55 16

Es ergeben sich dieselben Aufteilungsverhéltnisse wie bei Fermat und Pascal.

Die Untersuchung der Zustande 0:0, 0:1, 0:2 ertibrigt sich aus Symmetriegriinden im

Fallep = —

Lésung mithilfe stochastischer Matrizen:
Die Markoff-Kette lasst sich durch folgende Wahrscheinlichkeitstabelle darstellen:

nach Zl Zz 23 Z4 25 25 GA GB von
(1:0) (1:1) (1:2) (2:0) (2:1) (2:2)

0 q 0 p 0 0 0 0 Z,




(1:0)
0 0 q 0 p 0 0 Z
(1:1)
0 0 0 0 0 p 0 Z3
(1:2)
0 0 0 0 q 0 P Z4
(2:0)
0 0 0 0 0 q P Zs
(2:1)
0 0 0 0 0 0 p Ze
(2:2)
0 0 0 0 0 0 1 Ga
0 0 0 0 0 0 0 Gg
In Matrixschreibweise:
0 g 0O p OO0 0 0)(fg 8
00 g 0O p 0O O0]]g, g, 0 g 0 p 0 O0)(g) (0) (&
0000 0 p 0 qf]|e; g, 00 g 0 p Of|g,]| [0 |&
0000q0p0[1g4_g4 0 00 0 0 pllg, 0| |&;
00000 g p 0]]sgs gs 000 0 g O]fg]| |P]| |8
00000 0 p ql||ags g6 0000 0 g||g| |P| |85
000 O0OO0OO0OT1STO 1 1 000 0 0 0)\g p 86
000 0O 0O 0 O0O0O1LO 0

bzw.Uk+a=g = g=(E-U)" &

(E-U)™ heiBt Fundamentalmatrix der absorbierenden Markoffkette.
Mithilfe eines CAS lasst sich diese Matrix schnell bilden.

Es gilt aber auch nach einem Satz aus der Matrizentheorie:

(E-U)”
k=n.

=E + U + U2 + U3+..+U" (Ist U eine nxn-Matrix, so ist U* die Nullmatrix fiir

o O O o O

0

o O O O

0

S O O O O

0,25
0
0

o O O o O

0

o O O o O

0

o O O o O

0

S O O O O O

Im vorliegenden Fall ist bereits U* die Nullmatrix.

5

S O O O O O
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(O8]
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Es folgt:

11
16

1 05 025 05 05 0375) (0 1

01 05 0 05 05 /|0 2

o= _U)_ID;:O 0 1 0 0 05|10 |y
O 0 0 1 05 025]/(05]| |7
000010,250,5§

o0 o o o 1 Jlos) |7

1

2

3. Lésungen von Fermat und Pascal fiir vier bzw. n Gewinnspiele
a) (Pascal)

_ _ oy (n=1=x+i) (1)
Es wird obige Formel a = )’ ‘ 5 benutzt:

i=0 l

Spielstand Wahrscheinlichkeit fiir den | Aufteilungsverhéltnis
FlOhrenden, die Partie zu
gewinnen

3:2 1

zl l“i:é 31
S\i) 12 4

7

8

=0

3:1 2 [ 11+f 7:1
=1t [éi B

3:0 3 (4 11+i 15 15:1
| [éi 16

2:1 2 1+ 12+i 11 11:5
o) =

2:0 3 1+l 12+i 26 26 :6
2 JE@ "%

1:0

-

I
(=)

i 2) 64
b) (Fermat)

Beim Stande von 1 :0 ergibt sich ein Gesamtsieg von A, wenn er von den noch aus-
stehenden 6 Spielen héchstens 3 verliert. Dies geht auf

6 6 6 6
+ + + =1+6+15+20 Arten.

Die weiteren Falle sind der folgenden Tabelle zu entnehmen.

Spielstand x : y Kombinationen, die zu einem | Aufteilungsverhaltnis
Gesamtsieg fur A bzw. B fiih-

w W
N
~ W
N

ren
1. 21
1 3 3 1




3:0 1 4 6 4 1 15 : 1
2:1 1 4 6 4 1 11:5
2:0 i 5 10 10 5 1 26 :6
1:0 1 6 1520 15 6 1 |42:22

Bzgl. der letzten Spalte vgl. die Formel:

b= "iy (21@ -1 —'(x + y)j : 2"'%"')’)(2?1 -1 —'(x + y)]

i=0 l l

i=n-y

(Fir das ungekiirzte Aufteilungsverhaltnis 2 gilt: c+d =227



